
1 複素数平面
1.1 複素数平面の考え方
複素数 a+ biの実部を x軸, 虚部を y 軸に対応させた平面を複
素数平面という.

例
以下の複素数を複素平面上で表せ.

(1) A(−3 + 2i)

(2) B(3i)

(3) C(−2)

(4) D(1− 3i)

x

y

O

例
以下の複素数を複素平面上で表せ.

(1) α = 1 + 2i

(2) β = −2 + 3i

(3) α+ β

(4) α− β

x

y

O

例
以下の複素数を複素平面上で表せ.

(1) α = 2 + i

(2) 3α

(3) −2α

(4)
1

2
α

x

y

O

例
α = 1 + 3i, β = x − 9iとする. 2点 A(α), B(β), と原点 O が一
直線上にあるとき, 実数 xの値を求めよ.



複素数 z について, 複素数平面上での原点と点 P(x)の距離を, 複
素数 z の距離という.

例
以下の複素数の絶対値を求めよ.

(1) 1 + 2i

(2) 3− 4i

(3) 3i

(4) −5

例
以下の 2点間の距離を求めよ.

(1) A(1 + 2i), B(3 + i)

(2) A(3− i), B(−2 + i)

共役な複素数 · · · z = a+ biに対し, z =

例
以下の複素数を複素平面上で表せ.

(1) z = 4 + 3i

(2) −z

(3) z

(4) −z

x

y

O

計算してみる

(1) z + z

(2) zz



共役な複素数の性質について考える.

α = 3 + 2i, β = −2 + i

とする.

(1) α+ β

(2) α− β

(3) αβ

(4)

(
α

β

)



2 極形式
2.1 極形式とは

x

y

O

P(z)

a

b

例 1

以下の複素数を極形式で表せ. ただし, 偏角 θ の範囲は 0 ≦ θ <

2π とする.

(1) 1−
√
3i

(2) 2 + 2i

例 2

以下の複素数を極形式で表せ. ただし, 偏角 θの範囲は −π < θ ≦
π とする.

(1)
√
3 + i

(2) −i



z = r(cos θ + i sin θ)に対し, z = r{cos(−θ) + i sin(−θ)}と表せ
る. このことを, 図を描いて確かめてみよう.

z = r(cos θ + i sin θ)に対し, −z = r{cos(θ + π) + i sin(θ + π)}
と表せる. このことを, 図を描いて確かめてみよう.



2.2 極形式の複素数の積と商

具体例
α = 1 +

√
3i, β = −

√
3 + iのとき, 以下の値を求めよ.

(1) αβ

(2)
α

β

図で見る積と商



一般化
積と商� �
α = r1(cos θ1 + i sin θ1), β = r2(cos θ2 + i sin θ2)のとき,

αβ =

α

β
=� �

問題 1 複素数 α = 1+ i, β = 1+
√
3iについて, αβ を求めよ. ま

た, この結果を用いて, cos
7

12
π, sin

7

12
π の値を求めよ.

問題 2

以下の複素数 α, β について, αβ,
α

β
を求めよ. ただし, 偏角 θ の

範囲は 0 ≦ θ < 2π とする.

α = 2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
, β = 2

√
2
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)



2.3 複素数平面上での積と商

2(cos
1

4
π+ i sin

1

4
π)z は, 点 z を, 原点を中心として 1

4
πだけ回転

し, 原点からの距離を 2倍した点である.

以下の点は, 複素数 z をどのように移動した点か.

(1) (
√
3 + i)z

(2) (2− 2i)z

(3) 3iz

例題
z = 2 + 3iとする. 点 z を原点を中心として π

3
だけ回転した点を

表す複素数 wを求めよ.

問題
例題と同じ z に対し, 点 z を原点を中心として以下の角だけ回転
した点を表す複素数を求めよ.

(1)
1

4
π

(2) −2

3
π

(3)
1

2
π



問題
α = 3+ 2iとする. 複素数平面上の 3点 0, α, β を頂点とする三角
形が正三角形であるとき, β の値を求めよ.



3 ド・モアブルの定理
3.1 復習
以下を計算せよ.

(1)

(
cos

1

6
π + i sin

1

6
π

)2

(2)

(
cos

1

6
π + i sin

1

6
π

)3

(3)

(
cos

1

6
π + i sin

1

6
π

)4

(4)

(
cos

1

6
π + i sin

1

6
π

)6

3.2 定理
ド・モアブルの定理� �
nが整数のとき,

� �
問題
以下の式を計算せよ.

(1) (1 +
√
3i)4

(2) (1− i)5

(3) (1−
√
3i)6

(4) (
√
3 + i)−4



3.3 n乗根

復習
1の 3乗根を求めよ.

1の n乗根� �

� �

問題

(1) 1の 6乗根を求めよ.

(2) 1の 8乗根を求めよ.



問題

(1) 方程式 z3 = 8iを解け

(2) 方程式 z2 = 1 +
√
3iを解け

(3) 方程式 z4 = −16を解け

(4) 方程式 z2 = iを解け





4 複素数と図形
4.1 いろいろな図形
α = 2 + 3i, β = 4− i, γ = 3 + iとする. A(α), B(β), C(γ)と
する.

(1) 線分 ABの中点を表す複素数を求めよ.

(2) 線分 ABを 2 : 1に内分する点を表す複素数を求めよ.

(3) 線分 ABを 2 : 1に外分する点を表す複素数を求めよ.

(4) △ABCの重心を表す複素数を求めよ.

(5) |z − α| = 1を満たす z 全体の集合が表す図形は何か.

(6) |z − α| = |z − β|を満たす z 全体の集合が表す図形は何か.



4.2 問題

以下の方程式を満たす点 z 全体の集合は, どのような図形か.

(1) |z − i| = 2

(2) |z − 3− i| = 3

(3) |z + 4| = |z − 2i|

4.3 アポロニウスの円

例題
以下の方程式を満たす点 z 全体の集合は, どのような図形か.

2|z| = |z + 3|

問題
以下の方程式を満たす点 z 全体の集合は, どのような図形か.

2|z − 3i| = |z|



4.4 平行移動した円

例題
w = iz + 2 とする. 点 z が原点 Oを中心とする半径 1の円上を
動くとき, 点 wはどのような図形を描くか.

問題
w = i(z + 2)とする. 点 z が原点 Oを中心とする半径 1の円上を
動くとき, 点 wはどのような図形を描くか.



4.5 回転

例題
α = 2 + 3i, β = 4 + iとする. 点 β を, 点 αを中心として 1

3
π だ

け回転した点を表す複素数 γ を求めよ.

問題
α = 1 + i, β = 5 + 3iとする. 点 β を, 点 αを中心として 1

6
π だ

け回転した点を表す複素数 γ を求めよ.

例題
3点 A(1), B(−2 + 2i), C(2− 5i)に対して, 半直線 ABから半直
線 ACまでの回転角 θ を求めよ. ただし, −π < θ ≦ π とする.

問題
3 点 A(1 − i), B(2 + i), C(2i) に対して, 半直線 AB から半直線
ACまでの回転角 θ を求めよ. ただし, −π < θ ≦ π とする.



例題
3 点 A(−1 + i), B(3 − i), C(x + 3i) に対して, 以下の問いに答
えよ.

(1) 2直線 AB, ACが垂直に交わるように, 実数 xの値を求めよ.

(2) 3点 A, B, Cが一直線上にあるように, 実数 xの値を求めよ.

問題
3点 A(i), B(2 + 2i), C(x− i)に対して, 以下の問いに答えよ.

(1) 2直線 AB, ACが垂直に交わるように, 実数 xの値を求めよ.

(2) 3点 A, B, Cが一直線上にあるように, 実数 xの値を求めよ.



例題
3点 A(α), B(β), C(γ)を頂点とする△ABCについて, 等式

γ = (1 +
√
3i)β −

√
3iα

が成立するとき, 以下のものを求めよ.

(1) 複素数 γ − α

β − α
の値.

(2) △ABCの 3つの角の大きさ.

例題
3点 A(α), B(β), C(γ)を頂点とする△ABCについて, 等式

γ = (1− i)α+ iβ

が成立するとき, 以下のものを求めよ.

(1) 複素数 γ − α

β − α
の値.

(2) △ABCの 3つの角の大きさ.
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