
国 一辺の長さが 1の正方形 OABCを底面とし,点 Pを頂点とする四角錐 POABCがある。ただし,点 P

は内積に関する条件 a馨 赫 =:,お よび

“

・誡 =:を みたす。辺 APを 2:1に内分する点をM
とし,辺 CPの中点をNとする。さらに,点 Pと直線BC上の点Qを通る直線 PQは ,平面OMNに
垂直であるとする。このとき,長さの比BQ:QC,および線分OPの長さを求めよ。
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□ 空間内の4点
0(0,0,0),A(0,2,3),B(1,0,3),C(1,2,0)
を考える。このとき,以下の問いに答えよ。

(1)4点 0,A,B,Cを 通る球面の中心 Dの座標を求めよ。

(2)3点 A,B,Cを通る平面に点 Dから垂線を引き,交点を Fとする。線分 DFの長さを求めよ。

(3)四角錐 ABCDの体積を求めよ。
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(―■lα′■,

α,bを正の数とし,空間内の 3点 A(a,‐,b),B(―α,a,b),C(a,α ,―b)を考える。A,B,Cを通る平面
をα,原点 0を 中心としA,B,Cを通る球面を Sと おく。このとき以下の問いに答えよ。

(1)線分 ABの中点をDと するとき,De上 五Ёおよび D8上 五言であることを示せ。また△ ABC
の面積を求めよ。

一 →   →

(2)ベクトル DCと DOのなす角をθとするときsin θを求めよ。また,平面αに垂直で原点 0を通
る直線と平面αとの交点をHとするとき,線分 OHの長さを求めよ。

(3)点 Pが球面 S上を動くとき,四面体 ABCPの体積の最大値を求めよ。ただし,Pは平面α上に
はないものとする。

(2∞7-3)
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等生矢

国 座標空間内の三角柱
0≦ π≦1,0≦ ν≦1,α ≧υ,0≦ z≦ 1
を考え,その zυ 平面内の面をS,″z平面内の面
をT内にとり,またθ(1,1,1)と する。ただし,

をTと する。点 ■(α,b,0)を S内に,点 B(c,0,a)
点 A、 Bは原点 0と は異なるとする。

(1)ベ クトル OAお よび 5dに直行する単位ベクトルを求め,その単位ベクトルとベクトル 0書 の内

電∫寵静馨値を求めよ。
(2)口野覇嘔OABCの体積を求めよ。ただし,点 0,A,B,Cは同一平面上にないとする。

(3)点 Aが S内を,点 Bが r内を動くとする。このときの,四面体 OABCの体積の最大値,お よび
最大値を与える点 A,Bの位置を全て求めよ。
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□ 空間内に四面体 OABCがあり∠AOB,∠BOC,∠COAは全て 90° であるとする。辺 OA,OB,OCの
長さを,それぞれα,b,cと し,三角形 ABCの重心をGとする。

(1)∠OGA,∠OGB,∠OGCが全て 90° であるための条件をα,ら,cの関係式で表せ。
(2)線分 BCを 1:2に内分する点を点 Dとする。点 Pは直線 AD上のA以外の点を動き,点 Qは三
角形 APQの重心が点 Gに なるように動く。このとき,線分 OQの長さの最小値を求めよ。
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空間内の図形について以下の問いに答えよ。

(1)△五Bθ の面積は
1

2 1離 12FR12_(館
.餞
)2

に等しいことを示せ。ここで, A書・Iき はベクトル越 とベクトル Aこ との内積を表す。必要なら
ば,二つのベクトルのなす角のコサインと内積の関係の式を用いて良い。

(2)下の図の平行六面体 ABCD―EFGHを考える。 拡:」|=賦31=1,|五菫|=2と し,∠FBC=

∠BCD=仁 ∠EAB=θ とする。ここでθは0<θ <π なる定数とする。面 EFGH上に点 Pを と

り,点 Pから辺 EF上に垂線 PIをおろし,点 Pから辺 EH上に垂線 PJを下ろす。″=IEll,υ =IEJI
とするとき,△ACPの面積をθ,″,ν を用いて表せ。             ~ ~  ~ ~

(3)問 (2)で点 Pが面 EFGH上を動くとき,△ACPの面積の最小値を求めよ。
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匠]空 間内に以下のような円柱と正四角柱を考える。円柱の中心軸は■軸で,中心軸に直行する平面による
^/A｀

切り回は半径 rの円である。正四角柱の中心軸は z軸で,cν 平面による切 り回は一辺の長さが =笙 のr
正方形で,その正方形の対角線は■軸とν軸である。0<r≦ y'と し,円柱と正四角中の共通部分を
κとする。

(1)高さがz=ι (―r≦ t≦ r)で ″ν平面に平行な平面とKとの交わりの面積を求めよ。

(2)Kの体積y(r)を求めよ。

(3)0<T≦ √Σにおけるy(r)の最大値を求めよ。
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□ α,b,cを 0でない実数として,空間内に3点 A(a,0,0),B(0,b,o),C(o,o,c)を とる。

(1)空間内の点 Pが A書・F言 +20さ)=0を満たしながら動くとき,この点 Pはある定点 Qから一
定の距離にあることを示せ。

(2)(1)に おける定点 Qは 3点 A,B,Cを通る平面上にあることを示せ。

(3)(1)に おけるPについて,四面体 ABCPの体積の最大値を求めよ。
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74 座標空間内に,原点 0(0,0,0)を 中心とする半径 1の球がある。下の概略図のように,υ 軸の負の方向

から仰角
:で
太陽光線が当たっている。この太陽光線はベクトル(0,√,-1)に平行である。球は光

を通さないものとする。以下の問いに答えよ。

(1)球のz≧ 0の部分が″ν平面上に作る影を考える。んを-1<ん <1を満たす実数とするとき,″ν
平面上の直線α=た において,球の外で光が当たらない部分のν座標の範囲をたを用いて表せ。

(2)″ν平面上において,球の外で光が当たらない部分の面積を求めよ。

(3)z≧ 0において,球の外で光が当たらない部分の体積を求めよ。

(2015-3)
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75

じ

2つの定数α>0およびb>0に対し,座標空間内の4点をA(α,0,0),B(o,b,o),c(o,o,1),D(α ,ら,1)
と定める。以下の問いに答えよ。

(1)点 Aから線分 CDに下ろした垂線とCDの交点を Gとする。Gの座標をα,み を用いて表せ。

(2)さ らに,点 Bから線分 CDに下ろした垂線とCDの交点をHと する。Adと 百書がなす角をθと
するとき,cos θをα,bを用いて表せ。
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「
司 座標空間において,″ν平面上にある双曲線 α

2_ν2=1の うち″≧ 1を満たす部分をθ とする。また ,~z軸
上の点 A(0,0,1)を考える。点 Pが σ上を動 くとき,直線 APと平面 π=ご との交点の軌跡を求
めよ。ただし,ご は正の定数 とする。

(2018‐ 1)
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□ 大きさ1の空間ベクトルブ,寸,サ が

また,空間ベクトルサ,ブ,アが

および原点 0について次の問いに答えよ。

(1)サ =πブ+υ寸+zブ となるような実数″,ν,zを求めよ。同様にブをブ,寸,ゼ で表せ。

(2)ベクトルブ,ブ ,サープの大きさを求めよ。
(3)三角形 ODFの面積を求めよ。

(4)四面体 ODEFの体積を求めよ。

(1999-8)
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0

□ 辺の長さ 1の正四面体 OABCにおいて,ブ =51,↑ =δ」,せ =5さ とおき,線分 OAを m:η に
内分する点をP,線分BCを π:2に内分する点をQ,線分COを m:2に内分する点をR,線分AB

(1)(i)姜 ,可irブ,↑,けで表せ。← t、■η向植■もロベ`き
C (五)PQと RSが垂直かどうか調べよ。
(2)(i)点 P,Q,R,Sが同一平面上にあるときのη,2の関係を求めよ。∠.rぃ

,い へ` ミ
『、 ttt L:_

(五)このときPQ,器 の交点をGと して,5さ を言,寸,ゼ で表せ。
＼  P_Q‐ 3.S｀ い｀1llt`1≧迎

(面)Gは正四面体OABCに外接する球の中心であることを示し,その球の半径を求めよ。 
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「
司 四面体 OABCに おいて,点 Gを~ 
碇 =ん(誡 +譴 +“ ) P C
である点とする

赫 =p誡 ,

,ま
― →

OQ
,3点 P、 Q.Rを ,

9碗 讀 Lγ、碇
た

(0<Pく 1,0く 9く 1,0<r<1)
である点とする。

(1)点 Gが四面体 OABCの内部にあるとき,た の満たすべき条件を求めよ。ただし,四面体の内部と
は,四面体からその表面を除いた部分をさす。

(2)四面体OABCと 四面体OPQRの体積をそれぞれス ア とするとき,テ をP,9,rを 用いて表せ。

(3)4点 G,P,Q,Rが 同一平面上にあるとき,ん をP,9,rを用いて表せ。

(4)p=3ん =ぅ であって,4点 G,P,Q,Rが 同一平面上にあるとき,サ の最小値を求めよ。
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国 原点 0を中心とする半径 1の球面をSと し,P(素,素 ,ザ
をり
をS上の点とする。点 Pを通る平面

αに対して Sと αが交わってできる円周をθとする。
次の問いに答えよ。

(1)平面α上での点 Pにおけるσの接線ιは,ベクトルσ書に直交することを示せ。

(2)球面 Sと点Pで接する平面をβとする。平面βと″ν平面とのなす角をθとして,cos θを求めよ。
′  ″        ヽ

(3)平面αが点
tち
10,0り

を通り,さ らに直線 Jと ″ν平面のなす角が上で求めたθであるとする。

このとき,平面αの方程式を求めよ。
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b
ヽ

■νz空間内に4点 A(0,1,2),B(0,-1,2),C(0,0,1),D(a,b,3)を とる。ただし,α ≧o,b≧ oと
する。点 Pと点A,B,Cと を結ぶ直線が″針平面と交わる点をそれぞれA',B',C'と する。次の問い
に答えよ。

(1)点 A',B',C'の 座標をα,bを用いて表せ。

(2)三角形A'B'C'が正三角形となる点 P=P。 を求めよ。

(3)点 Qが 3点 A,B,Cを通る半円周
ν
2+(z_2)2=1,″ =0,z≦ 2
上を動くとき,2点 P。,Qを結ぶ直線と,α針平面との交点 Q'の軌跡を求めよ。

(l, 1-マ :平(b上 虚ヽ、Q(0、 マ:年)ttよ
(1995‐2)

81

t:1)

13t.
(ll Q綿貯

11

、千}ゝ .

直1命11(PQ、 .γ4書mぃな点、■Q′ (%=L。 )
1ゝ1かくヽ .

バBI‐ い

甫 =(争′-34ム
`

△バBi Cl歯 ■i軒静司 .

爵 .●ユ1酌 l・ l議 |

や叫蜘ム.フ ttた

←D。 (-3■1→ ‐6・ キご4(liム ^3)=
1

‐`
ユ

t(1ム 3ヽ)ユ
+α
ミ・ (1肝 3)2

ミt■栞動よ

4 (‐晏:J.-3)｀  ヽ・11へ 4`

3(lξ、′、.)2 2 1卜 Ccえ

∠卜(・・::ム りヽ
と
 ,Pa｀

拝.1溝′lt l屁`卜 |
3'‐  +aこ ■ (晏A-3

ドル3)2

OoJり 。

3a入 ‐ 4

→

Oos

0

。■
,ヽ

'ノ

ヽ
ハヽ ヽ
快 ノ

12.

a20了 |` ょヽ 小 .

)。 tt.0か 。ヽ

(1ス
ー3)2==1.  ′ι_‐‐o.

し`_P。 (f,013)

ヽ
ｌ
ｙ
０

ｒ
ｈ
ｖ（

_ニウ

P(:)‐

o-Ot
P― ん

●―■

一代
?一人

b-3

|
||

k
|

ノ

ヽ

|
ヽ
１
′
ノ

０

０

′
Ｌ
υ

lk
ld
i ひ
ヽ 0

ヽ
‐

…

‥

‐

・

　

　

ヽ

、

１

‥

１

１

‥

ノ

ヘ
μ
３

健

ム

３

ｒ

‥

‐

‐

‐

ヽ

ヽ

　

′

′

‐

‐

ｉ
‐

ｌ

ヽ

（一　　　　　　　　　　　　　　　　　（一

ヽ
ヽヽ
■
■
■
●
■
●
■
■
■
■
１
●
●
〓
′
）

→

+t、
P慣

4魚
一∝

7-ふ

年-3

ヽ

|

o■ 3キt(o「 3)手 |`。 lLキ
3● tt.

♪    1~け
了T

、スc)・ざ点Q:砕鱒 :・ .

d(三井 響 rO)
‐Q=Aatt.

A't―■α′3-2■ .0).

"Q=Bヽ嗅

じt⌒■α,-3-1■ ,0)、         `            ・     ノ

‐QヽαQヽt

c((―キ,一 半`。 )

(3,一千
′
人`

え

81

一‐十

―廿



(3)直ネ摯Patにひ千向へなふも点もRCktЧ lo)

、ηれ

e―ι
缶Ъ

マ■みり。こ↓lヽ a=ュF7■・ ot/でえ .

一 ①ヽ_

サ
.ヽ

卜…

■

3

ｒ

′

‐
‐
‐

ヽ

ヽ

♪ト十

、

‐

‐

′

ノ

ヽ

●

３

／

ｆ

‥

‥

‐

‐

１

ヽ

〓

ヽ
１

１

１

１

Ｊ

γ

ｕ‘

０

′

′
ｆ

‐

ｌ

ヽ

ヽ

す
′

′

‥

‐

ｉ

‐

ｌ

ヽ

■

ヽ

‐

‐

‐

′

ノ

て

Ч
ｏ
０

／

ｆ

ｉ

‐

ｉ

ｌ

ヽ

ｎ

ｔ■

２

牲^
υ

ネ
Ｔ

ヽ
ｈ
ｒ
ｉ

t

みヽtゝ .

∴Q(o.?↓)式キロロ
4ユ+←′2Fユ |

上7`^ざ .

|≦ 4f9t~ K~~

=≦

ti3

≦ I.戸 十`(く う

_1lF≦ 箕≦″J了

T.R.

キ`い4に謙l■、線n線・

$'= -Fr, -]. , $=o

(-ql5 5xs -Jf ) .
―キ

1r1B()Hfo .
る
｀

「
i卜

′=(。 ._に。)1晟 ∈ヽQ`―〕ギ喜ム・、)
ヘハ『Brc与ミ■■衛耐πり.

〕■・t(1"-3)

「
も
,

3

ユ

(■年)-0

ド)｀ (半上⌒キ |

に静十`(二年■)・
‐
1.

IIユ
ニ `i^1 . 一́Q

q)T.Jう

(,_・ .∫
.1((´
・k)

魚=希 %+1.
ユホ■olく /でた。

さ
ユニ

`(尋

%|キ1)-1

=ヽハk-3.

枠.オ/10FI.
l豊 仏≦■

3 (t-r)
く 0
ゝ 4.

′

`ヽ

尋α

ユ
-3■士

らs(■ 6o')

sh(■ 60つ

-st.6b")

o,t(t5; )

(イ;[:1司
11砲
|)

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

‐

‐

′

′

′
ｈ
）

０

　

　

一

′

Ｉ

‥

―

‐

１

１

ヽ

ヽ

ヽ

１

‐

‐

ｉ

‐

‐

ｆ

ｆ

ｒ

′

―

‥

‥

‐

ｌ

ヽ

ヽ

■

ヽ

ｌ

ｌ

‐

‐

ｌ

ノ

、
　

　

　

　

　

　

か
１
■

（
一

ヽ ,｀,
■メJ3

一ヽ 3

/
′

＼

ヽ

)

r ´

1ゝ 0.? o . Llo?'J

&= rli. JL=o

・●
R

|≦ 3-■≦2・

?irT' .

・́書



ιl)

「
ヨ 中心が C(0,1,1)で ある半径 1の球を Sとする。点 A(0,0,2)および球 S上の点 B(0,1,0)を 考える。~点
Bを通りACに垂直な平面で球 Sを切ることにより得られる円をκ とする。点 Pが円κ上にある
とき,直線 APが 3υ 平面と交わる点をQと する。このとき次の問いに答えよ。

(1)ベクトルA書 とAきの内積を計算せよ。

(2)点 Qの座標を(″ ,ν,0)と し,∠QAC=θ とするとき,cos θを″,ν を用いて表せ。

(3)点 Pが円κ 上を動 くときの点 Qの軌跡の方程式を求めよ。
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層ヨ 立方体 ABCD‐EFGHの辺 AE、 CGの中点を,それぞれ L.Mとする。点 Xが辺 AB上を動くとき,3~点
L,M,Xを通る平面によるこの立体の切り口をKxと し,この多角形 κxの周の長さが最小となる
点を X。 とする。このとき次の問いに答えよ。

(1)AB=2,AX=2ι として,κxの周の長さ s(ι)を表す式を求めよ。

(2)XOは辺 ABの 中点であることを示せ。

(3)直線 DFは L,M,X。 を通る平面に垂直であることを証明せよ。

(4)∠LXOMを 求めよ。
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|」ぇ亀FIlfttLgξ電鷲:ダrfCDの

中心を 0と し,0を通りこの正方形に垂直な直線上に頂点 Eをもつ

(1)半径 1の球がこの四角錐に内接しているとき,高さEOを ″で表せ。

(2)(1)の 四角錐の体積が最小となる
"の
値とその最小値を求めよ。
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